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a âcbOd�ã,e�f*gihã a e�j`e�k1e�lme�nWo�prq�lme�sut ama prnWf,h1vQâmv)f�âmq�h�t)k%wã�buoqã,k1e�lme amx f,h1gih1j�k�âmymtzã,j`e�fze|{�â�ã)j`h�ä%}-l�h1q�e�k1tC~=���*���
�,������äm�8åz������� a h�q1g��C{
h�tz��h1b�o��;�5����������j�â a t]��h1k�âmy�t,wã,jch1b*ã,k1l x jmk x lih�e�q���b�ã a bmt)kã�b a h%g�âmy�âmtz�#k1lmt,�Y{^â�ã,j`e�oâme a âmv)e�o�h ama e�fzeuf,h�vzhmdco�l�h1��h1�;�*âc��ã�b�oWl�h1v)g�âmy a e a h%w
jcg�e a t a�a p|�Q�cgie
ã,j`e$ã,k]bc�´äm�Ye���â���e x jch1v]h ama p|�Lã,�mt a h%w
l�âmtzo�ã x ��t�ã)k1o x t)k5o�e�vz��e�� a e$ã,k1�uk1e�fze�d7ymk1e�o�e�vzq x ��{it,w
a âmt¤ã)��âml�h1g�� a e�n#o
â a k1e�o�e�n x { h1l a e�n¡o�e1g a pUt�ã)k1�Ql�t,w
v x g��%k%h�kZã¢{ioâ�f)e�o�e�n a t x ã,k�e�nmy�â�o�e
ã)k�âOd£l�h1vzoâmo7h1����t)ncwã�b a h¤f)l�h a âm�mt���t,��{ x o�tz�ut�ã)k1o�e7�¥j`e1g�g�â���âmlme�o�h ama e1w
f)eul�h�{�â�e]{���tzk�hrâ}âme a âmv)e�o�h ama p¦��f,h1vze��|d%{
oâc� x �*âc�`wã�bLã§l�h�v a p¦��âuã)j7e�lme
ã)k]b���â��©¨��1�'ª*«��Y�)���1�²ä3d´å]����¬7�¢ä

=p a h�y�â a h1t]�uã,tzl�âm�®l�h1q�e�k�dzf�{
t��me�j`h�v)pro7h1tz�|dzymk1e
t�ã)k1t�ã)k1o�t ama p¦�He�q�l�h�v)e7�|d�q�tzvY{ie��me1g a âmk1t,gi� a p|�=�mlmt,{�w
�me�g�e���t a âmnOd a h1q�g��C{
h�tz��prt�ã,k1l x jmk x l�pTâ®�me1gmbOã,j`e1w
lme$ã,k1tzn¤��e�f x kYq�prk1��e�q���b�ã a t a p¯oYl�h���jch1�@ã9git9{ x ����t,w
f)e6ã,�mt a h1l�âmbOd)e�k�o�t)yih1����t)fze x`a â�°�âm��â�lme�o7h ama e�n�ã���tz��t
h1j�k�âmo a e
ã,kâ¯f,h%g
h1jmk�â�ymt�ã)j�âc��b`{itzl±�©²¦³7�¢��³7´iª)ª,µ!dDåz����¶m·
¸Hµ¹�3�'�)d¶åz�������!æ

•
o�ppã)e�j`e�j`e1g�g�â���âmlme�o�h ama prn/ã,j`e�lme$ã,k a e�nHqâ��me1w

gmbml a prnKã)k1l x n a prn�o�prq�lme$ãQ��l�h�{^âme]{���tzk��§�mlme�qâmo7h1tzk
k1e�l¥e��mkâmymt�ã)j�â a t)�mlme�v)l�h�y a e�fzeºo�tz�ut�ã)k1o�h�d£h�jmjmlmtz��âcw
l x ����t)fze a hLã,o�tzl7�c��h
ã+ã+âmo a prn»�mt a k1l�h1g�� a prn#e�q��Ot)j�k
�¼y�t)l amx �½{iprl x �,d¾o#{io x �-{^â�h���tzk1l�h%gi� a e¡�mlme�kâmo�e��me1w
g�e�� a p|� a h��ml�h1o�g�t a âcbc��d7�ih1l�h1gmg�t,gi� a p|��ã,e�q
ã)k1o�t ama e1w
� x ��e7��t a k x o�lih1�ut a âcb�o�t)��t�ã,k�o�h�k1e�lihm·

•
ymt)l�t)v¿e�q�l�h�v)e�o�h1o�s*âmn�ã�b x v)j�âmn½jch a h1gÀo�t)��t,w

ã,k�o�e¿o�prq�lme$ã)h�d�e�q��¤â���h�tz��e�t�{
h�o1g�t a âmtz�Áe�jml x ��h��¦w
�utznAã,lmt,{ip�d^â a k1t a ã!âmo a eÂl�h�v)e�f)lmtzo�h1tzkã�b�âmv,g x ymt a âmt]�âmv¤h1jmkâmo a e�f)e�b`{il�h�âKã�o�ppã,e�j`e�nAã,j`e�lme
ã)k1���Ãl�hã)s*âcw
l7bmt)kã�bIo a h1�mlih1o1git a â�âI�mtzlmo�e a h�y�h%gi� a e�f)e5o�prq�lme$ã)hm·

• a h5��e�o�tzl7� a e
ã,kâ}ã¢{ioâ�f,hrã,j`e�l�e
ã,kâOd�e�q�l�h�v)e�o�h a wa e�nÀf)l�h a âm��h���âÂã)k1l x âOd�â�ã,��prk1pro�h���kÄl�t)v)e a h a ã a e�tã,o�t)l7��e�k1l�h1��t a âmtWo amx k1l�t ama â�tQfzl�h1o
âmk%h1��âme ama prtWo�e1gmw
a p�dmlihã,��lme
ã)k1l�h a bm���*â�t�ã�b��me]{ x f*g�e��¯j»e
ã!â�ã,k�l x âO·

•
lmt)vze a â�l x b���t,��{ x f)lih a âm�ih���âvã,k�l x âOd�f,h�l���e1w

a âmj�â½o amx k1lmt a�a âc�Nfzl�h1o
âmk%h1��âme ama p|�Åo�e�g a lihã,��lme1w
ã,k�l�h a bm�;kã�bÆo a tznÆj`h�jÇoÈo�e1g a e�o�e]{it�·=�ml�âÆÉ)k1e7�
âc�ÊÉ a t)lmf�âcb a h1l�h
ã,k%h1tzklã,eËo�l�tz��t a tz� âmv,Ì7v]h x ã!âcw
g�t a âcbGã)o�tzl��7e�k1lih%��t a âmt]�U�¼lmtzv)e a h a ã a e%Ì`o�e�g a e�o�e]{ a h1b
a t x ã,k�e�nmy�â�o�e
ã)k1�7�,·

•
l�h1vzoâmkâmt a t x ã)k1e�nmy�âmo�e$ã,k�â��ml�âmo�e]{�â�kºj¥e�q�l�h%w

v)e�o�h a âm��o�e�j�l x f@ã)k1l x â_ã!â�ã)k1tz��p a t,g�â a t)n a p|�¡o�e�g a d
l�h�v)e�fzlmt)o7h1�;�*âc�ue�jml x ��h���� x ��ã,lmt,{ x ·
ã x ��t�ã,k�o�t a�a e�d
ymk1eHo�e1g a e�o�e�t\ã)e��mlme�k�âmo�g�t a â�t�e�jml x ��h�����t)n�ã)lmt9{
p
v a h�y�âmk1t)g�� a e�o�prsut�d�ymt]� x o�t)�utzã,k1o7hrã,k�l x âOd���e�É)k�e�� x
x jch1vzh ama prn�l�h�v)e�f)lmtzoº�mlme
â�ã���e]{�â�k=o#j`e amx ã,tÂe�f)l�h a âcw
ymt ama e�fze x f*gihYl�hã)k1o�e�l�hW�¼v]h1o
â�ã�bm�utzf)eYe�k�j`e a jmlmt)k a p|�
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æmämè5ë7ò1ðiò1ùmõ1èzðmämñzô&�E�uäcëQæmè)é�ì�ñzø�ô	��è)æmæmì�è�õ1è)ç�è)æmämèuå�ò%ü
ð�ò�ø�è)õ1ðmì�éWø�ì]îiè,í�äIä�ø�èzè)õWé�äcî G
V ; ρ; c; q =

{

0 ; ρa(r); ca(r); 0 , θ > θj ,
Vj(r); ρj (r); cj(r); qj(r), θ < θj .

�M��,



wBx[y�zX{�yqxn|	}�~�{<�_����y����`�-��y���xn~	���-x�|�{�x�~�{��Z}���{�{e|���}���}��`��{���}��f��}��`��{�|�~��gzX{e����y�}�zX{q���[�#�b� �

�B�������[���Z�0�q�����K���� �¡�¢£¡�¤��� &¥§¦�¨���������¢K¤<��¨�����©�¦��Z�
��ª� �¡&¥���«E¬(������[��®��¦��c�-���[¤���¨&��������¯�©����±°� �¦

θ = θj¨�²�°�����©�¢�������¢
ρj(r)c

2
j (r) = ρa(r)c2

a(r). ³!´&µ¶ ���X����¦��0�	�����(��������©���·���©�¦�� ³Q´&µ ¤��������g°� ���ª���¦����[¸�[ª�¦_©��8¦���°�����¯�®�¡�������¢B©���°����[ ��-¤�����¨���©�©�����������¨�²�°�����©��[¸
©�¦��B©�����¹nº&�Z¤�¦��X�(¤���¢� �������¦�®���»�¦�¦*��������©�¦�¢@�

Vθ ≡ 0 ¼½±�n¤�¦�����¯�©�²��¾®���¨�¦���¦��X������¦¿¨ ³!À�µ ��°� ��-¤�����¢�«�����¢°� ���¥�¤���¨��������B©���¨���®��X¡	¬(��©�©�²g��¹�������©���������¦�� ¼�Á ® r Âª	���X°���©���©���²Ã¡	 ���¨�©���©�¦�¢ÅÄsÆ����� ��*¨e°� �¦�©�¢���²0ºv°� ��[¤�¸
°������n¥���©�¦�¢�º��-���-¤�¡����
1

2

∂V 2
i

∂r
+ Ω2r = −

1

ρi

∂pi

∂r
. ³hÇ�µ

Á ®B¡& ���¨�©���©�¦�¢e©��� ���®� �²�¨�©��&�[��¦e¨�²�����ª������
ρjVj = µ̇j/r2. ³MÈ�µÉÊ¡& ���¨�©���©�¦�¦ ³MÈ�µ µ̇j = const Ë �����X°�°������� �¦��±���[¸
�[²Å��¦��[�����X��Æ(¨�����������©�²�Æm¡	�����( �������¨��� ����e¨g�Z¤�¦�©(�[���[¸
 ���¤�¦���© ¼ ¶ ©Ì¢�¨���¢�������¢Í��¨���¹��Z¤�©�²g�Î°��� ����X���� ��&�Ï©���¸
·(��Æe�X�Z¤��[��¦ ¼Ð_��ª	��©���»��`¡	 ���¨�©���©�¦��§¹�������©����eÑ�©��� ���¦�¦v�k¡&�������&�
³ÓÒnµ ¦ ³!È�µ ¤���¢� ��������±���� �¦�¨������X�����B�-��¡	����¢�°� �¦�¨��Z¤�¦�����¢ªe¨�¦	¤�¡<Ô

Vi
∂

∂r

(

V 2
i

2
+

c2
i

γ − 1

)

+ Ω2rVi = qi. ³ÖÕ�µ
× ¦��[�����±� ³!´&µhÂ`³hÕ�µ ®����X²�ª���������¢e¡& ���¨�©���©�¦��Z�£����������¸¢�©�¦�¢ ³ÓÒnµ-¼½X��·(��©�¦�¢kÑ�����Æ���¦��[�����X²Ø¦�¬����v¨(������°���©�©��&�v¨�¦	¤���Ô

f(r) ∝ rαf
�`��¤��

f Ë ��«E¹���Æ¦�®�°��� ����X���� ���¨��<º&�� ���ª�¸
���� �¦�®�¡	«E¬(¦�º@�[¦��������X¡ ¼�Á ® ³MÇ�µ �_¡	�������&� ³ÓÒnµ �-���[¤�¡�����Ô
αV V 2

i +Ω2r2 = −αpc
2
i /γ ¼ × ������¨������[��¨���©�©��_©���º&�Z¤�¦��0Ô

αV = αc = 1, αρ = −3, αp = −1, αq = 2. ³MÙ�µ
�B �¦ÊÑ����&�Ú¤���¢Ì��ÛB�� �¦����Z�[ª�¦Ê�[¦��±�X���� �¦���©������K°���¸

����©�»�¦������Í��ª&�� �������¯Í¨���¬����[��¨��Ì¨Ü�[�� �¡��£¦Ã�[ª	�� ��&�[��¯
®�¨�¡	ª	��¨f�[�� �¡��§¦v¨@��ª� �¡&¥���«E¬(��Æ����k�[ ��[¤��§��ª���®�²�¨���¸
«�����¢*��¨�¢�®���©�²Ø®Z��¨�¦��[¦��X�&�[��¯�«(Ô
V 2

j =
1

γ
(c2

j − c2
a). ³ � µ

ÝB¦��-���EÞf��º&�g���� �¡	¦
M = Vj/cj < 1

��� ¼ � ¼ �[�� �¡�¢_¤���¸®�¨�¡	ª&��¨���¢ ¼ ¶ ���X����¦��0�;�����@�Z¤�©���¨� ��Z�X��©�©��e��Ñ���¦��Ú�X��¸¥����Ì¨�²�°�����©�¢���¯&��¢Ü����ª�¥��
Vj/ca � 1

�������Ì¤��[�������
������ �����¦����Z�[ª�¦@¨���®��X�n¥§©�²g�£�[¡	¬(�Z�[��¨���¨&��©�¦��2¡�¤��� �©�²0º
¨�����©v¨f��ª� �¡&¥���«E¬(��ÆÅ�[�� �¡	«?�[ ��[¤����5��¹�¡��-����¨�����©�©�²0º
 ���®�¨�¦���¦����Ã©���¡��[����Æ���¦�¨�������¦Ê©��v�� ���©�¦�»��f���� �¡	¦��s°���¸
�[ª	����¯�ª�¡

ca < cj ¼× ¡	�������&�*���������������
γ > 1

�Z©���·��g�X�Z¤�����¯g����¨����������
¡�������Æ���¦�¨��&�X¡*ªª	��©�¨���ª���¦�¨�©�²g�Ê¤�¨�¦�¥���©�¦�¢��Ø ����[°� ��[¸
¤�������©�¦�«ßÑ�©��� ���°�¦�¦

Si
��°��&�[ª	����¯�ª�¡

dSi

dr
=

ργ
i

pi

d

dr

(

pi

ργ
i

)

=
αp − γαρ

r
=

3γ − 1

r
> 0. ³ÓÒZà�µ

�B�Z¤��[����©���¨�ª	�(�[����°���©�©�²0º� ��n¤�¦�����¯�©�²0ºk®���¨�¦���¦��X��¸
�[����Æ�¨ ³MÇ�µ ¦ ³hÕ�µ ¦��� ���¨�©���©�¦���� ³ � µ °� �¦�¨��Z¤�¦���ª��[���[¸¤�¡	«�¬����X¡� ���®�¡���¯��n����¡<Ô

Vj =
γ(γ − 1)

3γ − 1

rqj

c2
j

. ³+Ò�ÒZµ
áq��ª�¦��â��¹� ���®��&�0����ª	�� ��&�[��¯�¨���¬�������¨���¨e���� �¡����Z¤�¸

©���®�©��n��©��§��°� ��[¤��[��¢�������¢@�����k���Z�X°��� �����¡	 ���Æ@¦�©����� ��[¸
¨��&�f¨�©���·�©�¦���¦�®[��¡	����©�¦��Z� ¼�ã ��¢�¨�²�¹� �������¨2¦�®g��ª���¦�¨�¸©�²0º�¢	¤��� @�[������ª���¦�ª*©����� ���¨§¨����[¯&�±��®�©��n��¦����[����©�������ª
ª���ª����� �¡�¢f¦�©�����©��[¦�¨�©���°��Z¤��[¨�����¦�¨&��������¢@¦�®[��¡	����©�¦��Z�
¢	¤� �� ¼Ð_��ª	��©���»��[¡	��¦���²�¨���¢ ³MÙ�µ ����°� ��-¤�����¢����0�������0¤���¢m ��[¸����¦�®���»�¦�¦B°������� �����©�©���Æm�X�Z¤��[��¦2©�����¹nº&�Z¤�¦��X�0¡��[����¨�¦���Ô
Γ(εi) = CΓεi, Λ(εi) = CΛε

5/2

i , ³+ÒZä�µ��¤��
CΓ

¦
CΛ Ë °��������n¢�©�©�²����

εi Ë ¨�©�¡&�� ���©�©�¢�¢�Ñ�©��� �¸
��¦�¢v�[��®�� ¼<ã ��¢�¤�����¯�©���Æ�·(¦�ºv¨�²�ª����n¤���ª¡�¤���¹�©����§¨�²0¸ ���®�¦���¯2©����� ���¨E¦��nº	����¥�¤���©�¦��c©��0���� ���®s�����X°��� �����¡	 �¡��
�_���� ���®�¨�©�¡	�� ���©�©�«E«ÍÑ�©��� ���¦�«(�&¦��[°�����¯�®�¡�¢������mÛ_��ª��n�
�����@¤���¢Å¦	¤��Z����¯�©������*�[��®��

(γ − 1)ε = RT/µ ¼ ¶ ���X�[¸��¦��0�	�����(¨����� ������[������©���·(��©�¦��g¨ ³+ÒZä�µ ¨(��¹������[��¦§�����5¸°��� �����¡	 
T < 106

¨�����¦�ª	������°�©��*�[���å������¡�������¢���®���¨�¦�¸
�[¦��X���[��¯�«

Λ(T ) ∝ T 2.53 �qº&�� ���ª����� �©���Æ�¤���¢¦���©�¦�®���¸¨���©�©������(�[��®����[��Æ�ÛB�� �����¨���ª�¦�º§�[������ª���¦�ª ³!æ�ç�è�éEê�ë�ç�ìîíïñð ç�ò#ìbó�ô � Ò � Ù�Ò�õ�ögê�÷iø§ç�ë ïúù&û ê�ë�ó � Ò ��� Õ�µ-¼�ü ¦�©���Æ�©���¢®���¨�¦���¦��X������¯mÛB¡	©�ª�»�¦�¦§©����� ���¨&�
Γ
���m�����X°��� �����¡	 �²Ì¨

³ÓÒnä�µ ����ª�¥��2¢�¨���¢�������¢�º&�� ���·(��Æ*��°�°� ���ª���¦��±��»�¦���Æ ¼
ý0þ2ÿ��������	����
�����	������������������������������	�
��� �	�������� �������!���"#
��!$%�!&��

½±�������X���� �¦��Ü¡�������Æ���¦�¨��&�[��¯@ªÅ�±����²g�Ü¨���®Z�X¡	¬(��©�¦�¢��
°��&�[�� �����©�©���ÆK©����X¦Å¨�°� ��-¤�²c¤�¡	¬����Ú°�¡	©�ª������X�Z¤�����¦ ¼
Á ��º��Z¤�©���Æ�¢�¨���¢�������¢��[���-¤�¡&«E¬���¢��[¦��������±��¡	 ���¨�©���©�¦�Æ�[��®��Z¤�¦�©����X¦�ª�¦�Ô<Ô
∂V

∂t
+ (V∇)V = −

1

ρ
∇p −∇Ψ, ³ÓÒZÀ�µ

∂ρ

∂t
+ (V∇)ρ + ρ divV = 0, ³+Ò�´	µ

∂ε

∂t
+ (V∇)ε + (γ − 1)ε divV = CΓ ε − CΛ ρ ε5/2. ³+ÒZÇ�µ
ÐB�-¤��&�[����«E¬(��� ¤���¢ ®����X²�ª	��©�¦�¢ Ñ�����Æ �[¦��[���Z�X²

¡	 ���¨�©���©�¦��v°�����¡	�������0�g¨�²�¹�¦� ���¢Í¡	 ���¨�©���©�¦��Å�[�&�[���n¢�¸
©�¦�¢Ì¨K¨�¦	¤��

p = p(ρ, S)
¦Ø¨�²���¦��-��¢�¢ °�����©�¡	« °� ���¸

¦�®�¨��Z¤�©�¡	«Ü°��§¨� ����X��©�¦�Ô
dp

dt
=

(

∂p

∂ρ

)

S

dρ

dt
+

(

∂p

∂S

)

ρ

dS

dt
=

= c2
i

dρ

dt
+

pi

cv

dS

dt
= c2

i

dρ

dt
+ (γ − 1)ρi

Ti

T
q.

³+Ò�È�µ
�B �¦v¨�²���¦��-����©�¦�¢�º�¡	������©����q�����

S = cv ln(p/ργ)
�

cp − cv = R/µ
�
γ = cp/cv

�
dS/dt = q/T

�<�*¡	 ���¨�©���¸
©�¦��@�����[���n¢�©�¦�¢£¦�¤�������¯�©�������[��®Z��¨�®[¢����v¨v¨�¦	¤��

p =
RρT/µ ¼
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A!BDCFE>G HDIDJ0BLKMHNGPORQ>HTS8U0V8W0XFV)VZYNJ0BL[DX>VMXFEFVZS\E0S\]LV^G	_
E>G	V)VM]`[DE6W�a
∂p

∂t
+ (V∇)p = c2

i

[

∂ρ

∂t
+ (V∇)ρ

]

+

+(γ − 1)ρiεi

(

CΓ − CΛρε3/2
)

.

b 'dcLe

f�HgEFK)IDV\h`BLXFE>V:XFV\W0HDJ>BDKMY2G	VMX>EFijQFH^W0k>VMJFCFX>V)GPO�kF]LH
EFX6WlVMC2S\HNGnm

i o QFHNG	VMkFV)XF_pJ0BL[DX>HD[DV^S\XF_�VPS\]/BDqFEFHDX0BLJFXF_�VKMX0BdkFVMXFEFrnQ>BDJ>BDG	V)]LJFHD[0s
t%JFE>G	V)X2r2ruS\]/BLX2WlBLJF]DXFY6vwQFJFHTqFV8WlYNJ>YxU>E>XFVMiFX>HLy

z H�BDX>B/U0EFK)B>O�QFJFV\WlS\]/BD[LUFrFV^G{W�BL[LU0VMXFEFVTO�[DX>YN]DJFVMXFX>v�v
| X>VMJ z EFv:O}Q2U>HD]DXFHTSM]L~�E�S\C6HDJ>HTS\]D~�S\JFV\W0_�[�[TE6W0V
f(r, θ, ϕ, t) = fi(r) + f̃(r, θ, ϕ, t)

O z WlV |f̃ | � fi
sFt%J>V8W>y

QFHDU0B z BLr�[T_�QFHLU0XFVMXFX>_�G	E�S\HTHD]LXFHT�:V)XFE2r b�� e�� b cLe OPQFHLyU>Y6k>BDV)G�HTQFE>SM_�[TBLv��:Y6v�W0EFX>BTG	EFCFY�G@B/U>_P��X>V)BdWlE>B/y
ITBD]LEFkFV^S\CFEF��[THDK)G	Y6��VMXFEFi%U0EFXFV)BDJFEFK)HD[TBDXFXFY6vpSME>S\]LV^G	Y
Y6J>BL[TXFVMX>EFi�O�[D_�QFE0SMBLX>XFY6v�W0UFr�H^WlXFHDJFH^WlXF_P�jQFH

θ
HTILy

U0BTS\]LV)i�a
∂ṽr

∂t
+ Vi

∂ṽr

∂r
+ ṽr

∂Vi

∂r
= −

1

ρi

∂p̃

∂r
+

ρ̃

ρ2
i

∂pi

∂r
,

b ')�Te

∂ṽθ

∂t
+ Vi

∂ṽθ

∂r
+

Viṽθ

r
= −

1

ρir

∂p̃

∂θ
,

b ')�Te

∂ṽϕ

∂t
+ Vi

∂ṽϕ

∂r
+

Viṽϕ

r
= −

1

ρir sin θ

∂p̃

∂ϕ
,

b�� (Te

∂ρ̃

∂t
+

1

r2

∂

∂r

[

r2 (ρ̃Vi + ρiṽr)
]

+

+
1

r sin θ

[

∂

∂θ
(ρiṽθ sin θ) +

∂

∂ϕ
(ρiṽϕ)

]

= 0,

b�� '^e

∂p̃

∂t
+ Vi

∂p̃

∂r
+ ṽr

∂pi

∂r
= c2

i

(

∂ρ̃

∂t
+ Vi

∂ρ̃

∂r
+

+ ṽr
∂ρi

∂r

)

− piCΛ

(

ε
3/2

i ρ̃ +
3

2
ε
1/2

i ρiε̃

)

,

b��D� e

∂ε̃

∂t
+ Vi

∂ε̃

∂r
+ ṽr

∂εi

∂r
+

[

(γ − 1)
∂Vi

∂r
− (γ + 1)

Vi

r
+

+
3

2
CΛρiε

3/2

i

]

ε̃ + (γ − 1) εi

[

∂ṽr

∂r
+

2ṽr

r
+

+
1

r sin θ

(

∂(ṽθ sin θ)

∂θ
+

∂ṽϕ

∂ϕ

)]

= −CΛε
5/2

i ρ̃ .

b��L� e

t%JFEZQFHLU0YNk>VMXFEFE b��D� e EFK b ' � e Y6kF]LV)XFH b 'T'^e s
�	VM�:V)XFE2r:W>UFr�[THDK^G	YN��VMXFX>_P�%[TV\U>E>kFEFX�EF�:V^Gj[�[DE2y

W0V
f̃(r, θ, ϕ, t) = f̂(θ) rβf exp {iχ(r, t) + imϕ}.

b��/� e
��S��TH^W>r EFK�XFV)HDId�TH^WlE>G	HTSM]LE SMHd�6J0BLXFV)XFE2r Q>HD]LHTC6B

| X>VMJ z EFE�[DHDK^G	Y6�:VMX>EFi�k>VMJFV)K�SM�%VMJ>Y�QFJFHTEFKM[THLU>~TXFH z HJ>B/W0EFYTS)B b
r2p̃ṽr = const

e O�HTQFJFV\W0V\UFrFV^GPO�k>]LH�QFHTC6BLy
K)BD]LV\U0~�SM]LVMQFV)XFE�J>BdWlE>B/U>~TXF_P�pK^BL[DE0S\E>G	HNS\]LV)i}BDG	QFU>E2y
]LY)W�[DHDK^G	Y6�:VMX>EFi

βf = αf − αΨ/2
s� 0W0V)SM~

αf ¡ QFH �QFJFVMh<XFV)G	Y%QFHTC6BDK)BD]LV\U>~�SM]LVMQ>VMXFE,W>UFr,J>BD[DXFHT[DV)SMXF_P��[TV\y
U>EFk>EFX�O

αΨ = 2 ¡ QFHDC2BLK^BL]LVMU>~¢SM]LVMQ>VMXFEpW>UFr z J>BL[TE2y]/BLqFE>HDXFXFH z HZQFHT]LVMXFq>E>B/U0B b�� e sRfPB/h<XFH£HT]DG	VM]LE>]L~>O�kF]LHW>UFr | ]LHDi�[DV\U0EFkFEFXF_ αΨ

JFV)�:V)XFE2r�[DE2WlB b��L� e rF[LUFr2y
v�]TS�r¤]LHTkFXF_�G	E�s¥f¥[TH^W0E>G¦HTIDHTKMX>BdkFV)XFE2r�a

k = ∂χ/∂r
O

ω = −∂χ/∂t
s>f | ]LHTG§S\U>Y6k>BLV:SME>S\]DV)G@B b ')�Ne�� b��L� e W>UFrJ>BTSMSMG@BD]LJFEF[NBLV^G	HDi�J>BD[DXFHT[DV^S\XFHTi�G	H^W0V\U>E�S\[TH^W0EF]DS�r�C

W0[TY6G{HDID_�C>XFHD[TVMXFXF_�G�W0E>���%VMJ>VMXFqFE0B/U>~TXF_�G¦Y6J>BL[TXFV\y
XFE2r>GPa
dp̂

dθ
= ω̂i(ω̂i + δi)ρir

3ξ̂,
b��D� e

dξ̂

dθ
=

1

rω̂i(ω̂i + δi)

[

λi +
m2

r2 sin2 θ

]

p̂

ρi
− ξ̂ ¨\©4ª θ. b��D« e

 0W0V^S\~
ω̂i = ω − kVi ¡ k>BDSM]LHD]/B¬[DHTK)G	Y6�:V)XFE2rS<Y6kFV\y]LHNG�WlHDQ2U>V)JFHD[NS\C6H z H�S)G	VM��VMXFE2r�O δi = iVi/r

O
ξ̂ ¡ C6HTG�yQ2U>V)C2S\X>BLrgBDG	Q2U>E>]LY)WlB�[DHDK^G	Y6�:VMX>XFH z H�U0B z J>BLXFh�VM[NB θ

�
SMG	V)�:V)XFE2r£S\JFV\W0_�O2]/BLC6H z H>O6kF]LH0a

ṽθ =
dξ̃

dt
= −i(ω − kVi)ξ̃ = −iω̂iξ̃.

b�� cLe
f b��L« e [T[DV8WlVMXFH`HDITHDK)X>BdkFVMX>EFVDa

λi =

(

k +
i

r

) (

k +
2i

r

)

−

−

[

ρi(ω̂
2
i − δ2

i ) +
i

r
(k +

i

r
)pi

]

×

×

[

ω̂i − 2δi

pi
+

iÂΛ

rρi

(3γ − 1)(k + 2i
r )

ω̂i + δi

]

×

×

{

ω̂i − (3γ + 1)δi + ÂΛ

[

(γ − 1)(ω̂i − δi)−

−iCΛρiε
3/2

i −
3γ − 1

γr2

c2
i

ω̂i + δi

]}−1

,

b�� �Te

z W0V

ÂΛ = 1 −
3

2
iCΛρiε

3/2

i

ω̂i − δi + 3

2
iCΛρiε

3/2

i

.

®,UFr¯JFV)�:V)XFE2r°CFJ>BDVM[THDi°K^BdWlBdkFE�H X>B/�NHdh�W0VMXFE>E
S\HTITSM]L[DV)XFXF_P�}k0BDS\]DHD]�XFV)YTSM]LHDiFk>EF[D_P�§G	H^W�XFVMHTId�TH^W0EFy
G	H±Y)W0HT[LU>V)]L[DHTJFEF]L~±kFVM]L_�J>V)G z J>BLX>EFkFXF_�G�YNS8U>HT[DE2r>GPs²£_�E>SMQFHLU0~DKMHT[TBLU>E�SM]/BLX6WlBDJF]LXF_�V z J>BDXFEFkFX>_�V�YTS\U>HD[TE2rX>BgHTS\E£W>h�V)]dB>O>HNS\XFHT[TBLX>XF_�V,X>Bn�%EFKMEFk>V)S\C>E2�£QFJFV8WlQFHLy
U>Hdh�VMXFE2r2��³�´Lµ·¶2¸M¸¹uº�»Dµ�¼<´L½ b ')�T�D�Te E�º�»Dµ�¼<´L½�¹
³�´Dµ�¶F¸M¸ b ')�T�D�Te s^fPSMV�S)G	VM�:V)XFE2r�X>B�HNS\E�W0h�VM]/B�W0HLU>h`X>_
HD]TS\Y6]DS\]D[DHD[NBL]L~£W>UFrpHNS\V)SME>G@G	VM]DJFEFkFXF_P��[THDK^G	YN��VMXFE>i
ξ̂(0) = 0

s¾f¦S8U0YNk0BLV�h�V�XFVMHNS\V^S\E>G@G	V)]LJFEFkFX>_P�±[DHTK)G	YNy
�:V)XFEFi b

m > 0
e k2U>V)X¢S

p̂(0)
[ b��L« e IDY)W0V)]¿C6HDXFV)kFXF_�G

[/WlHLU>~�HTS\E¿W>h�V)]/B:]LHDU>~DC6H,W>UFr
p̂(0) ≡ 0

s2A!BLC>E>GpHTIDJ>BLy
KMHNGPO
{

p̂(0) = 0, m ≥ 1,

ξ̂(0) = 0, m = 0,

b�� �Te

{

p̂(π) = 0, m ≥ 1,

ξ̂(π) = 0, m = 0.

b�� (Te
À%]LHDIT_�X>BDiF]LE z J>BLX>EFkFXF_�V�YTS\U>HD[TE2r�X>B}[DXFV)�:XFV)ib Q>JFE

θ = θj
e z J>BDXFEFqFV�W>h�VM]/BFORG	_ QFJ>HDEFXF]DV z J>EFJFHD[NB/yU>E�Y6J>BD[DXFV)XFE2r b��D� e E b��D« e HD]

θj − ε
W0H

θj + ε
b z W0V

ε → 0
e s/ 0W0V^S\~�G	_�Q>JFEFX2r2U>E

ρi(θ) = ρj−(ρj−ρa)θ̂(θ−



Á%Â\Ã�Ä	ÅTÃ!ÂdÆ6Ç/ÈFÅ�É%Ê)Ë�Ã0ÌFÍ¾Ë8ÌTÃ�Í>ÂdÈ6ÌlÊ8Â/Æ:ÅlÂ/ÈFÅ>Î)ÇLÏFÅFÅ¬Æ<ÐMÇ/Ñ0ÇLÍ¾ËMÅFÍFÇ/Ò£Ê�ÇLÍ¾ËMÅFÆTÈFÓ�Ä	Å¬ÔDÕ>Ã�ÇDÄ	Å!Ö2×\ÖØÖÙÖ ÚDÚ

θj) ÛlÜ�Ý0Þ θ̂(θ − θj) ßáàMâ>ã@ã	ÞMäDåFâFæFç>èLé¢à\äDêNë>ÞMçFæ>èDä/è/é θ ìí ê6çFîFïFâFégð�ñ)òDâ>à)èLó6Ýlè>ôNõRèLîFâ0ã�ö�Þ�÷DøTå>èLù)÷Tã÷TëFåFÞ8ÝlÞ\úFé2û
Þ)ã Vi(θ), pi(θ), εi(θ) â ci(θ) ô�ü	Þ)ùMê^ú>ý/ä/èLäjâ>çFäLÞMÜ)åFâFåF÷Dû
òTèDçFâ2égÝlèLÞ)ä�à\ú>Þ8Ý0ê6þ�ÿ:âFÞ�êNà8ú>÷TòDâ2é��
p̂(θj − 0) = p̂(θj + 0),

��� Ú��
ξ̂(θj − 0) = ξ̂(θj + 0),

����� �
ëF÷Nà\î6÷Lú>ýTîFê§ëFå>èDò
	�Þæ>èTà\äLâ�ò ���� � â ���
� � çFÞ�à\÷^ÝlÞMå2û
ö�èDä δ ì í ê6çFîFïFâFó � ä^ô ÞDô0ëFåF÷TâFùMòT÷^Ý0ç�	��¿÷Dä θ ì í êNç>îFïFâFó � ô� í âFù)âFæFÞ)àMî6÷Dó§äL÷TæFîFâ�ù)åFÞMçFâFé�ñMäL÷}÷DùMç0èdæ>èLÞ)ä�çFÞMëFå>Þ\û
å�	�òTçF÷TàMäLýgëF÷Dú>çF÷TÜM÷gÝlèLòDú>ÞMçFâFé (pi + p̃) ç>è¬âFù)÷DÜ)çFê6äL÷Dó
òD÷Tù)ã	ê6ÿ:Þ)çFâ2é>ã	â%ÜMå0èLçFâFï>Þ	Ý>ö�Þ)ä/è � à@ê6æFÞ)äL÷Tã¬ê6å>èLòTçFÞMç>â2é��� ��� â¬÷DäDàMê6äDà\äLòTâFÞ�ëF÷TäL÷Dî6÷Dò�Ü\èLù^è:æ>ÞMåFÞ)ù�ÜMå>èDçFâFïFêTô� â>à\ë>ÞMå>àMâF÷DçFç�	�Þ�à\òT÷Dó>àMäLòTègã@è/ú�	��£òD÷Tù)ã	ê6ÿ:Þ)çFâFójò
å>èTàMàMã@èDäLåFâFòNèLÞ^ã	÷Dó�àMâ>à\äDÞ)ã	Þ�ëF÷Dú>çF÷Nà\äLýTþ��6èLå>èDîFäLÞ)åFâFùMêNû
þ�äTà�éZà\ú>Þ8Ý0ê6þ�ÿ:â>ã	âZøDÞ)ùMå>èDù)ã	Þ)åFç�	�ã	â¬ë>èLå>èTã	ÞMäLå0èDã	â��

• ëF÷TàMäL÷déFçFç�	�ã�òLÝ0÷Lú>ý�à\äLåFê6ânæFâ>à8ú0÷Tã��jè��Nè M =
Vj/cj �

• ëFÞMå>ÞMë>è/Ý0÷Tãpë2ú>÷DäDçF÷TàMäLÞMó£÷TîFåFêNö�èDþ�ÿ:Þ)ÜM÷�Ü\èLù^è�â
òDÞ)ÿ:Þ^à\äLòNè�àMäLåFê6â R̃ = ρa/ρj = c2

j/c2
a �

• çFÞ�âFù)ã	Þ)ç2éFþ�ÿ�â>ã@à�é à¢å>èdÝlâFêTàM÷Tã�÷TäLçF÷TàMâFäLÞMú>ýLû
ç�	�ã}å>èdÝlâ>è/ú>ýTç�	�ã�òT÷Lú>ç>÷Dò
	�ã�æFâ>à8ú0÷Tã kr �

• çF÷Tã	Þ)åF÷TãxòDâFç>äL÷DòT÷Dó ã	÷^Ý�	 � æFâ>à8ú0÷Tã åFê6î6èDòD÷Tò
à\ë>âFå>è/ú0ânëF÷¿èDùMâ>ã	ê6äLê � m �

• ÷DäLç>÷
�:Þ)çFâFÞ^ã�ë>ÞMåFâF÷^Ý�èjùMòTê6îN÷TòD÷Tó¢òT÷Lú>ç�	 î��6è/û
å>èDîFäLÞMå>çF÷Tã	ê�òDå>Þ)ã	ÞMç>â�åFÞMú0èLî2àMèDïFâFâ�Ü\èDù)è}à\äLåFê6â τ =

CΛρjε
3/2

j /kcj �
• øDÞ)ùMå>èDù)ã	ÞMå>çF÷Dó í èLùM÷TòD÷Tójà\î6÷DåF÷Nà\äLýTþ òD÷Dù^ã	ê6ÿ:Þ\û

çFâFópò/Ý0÷Dú>ýj÷TàMâ�Ý>ö�Þ)ä/è z = ω/kcj ÛRéFòLúFéFþ�ÿ:ÞMó0à�éå>Þ\û�:Þ)çFâFÞ^ã�àMâ>à\äLÞ^ã�	 � �
� � ì � ��� � à`î>å>èLÞ)ò
	�ã	â�êTà8ú0÷DòDâFé>ã	â���
! � ì ����� � ô�"�ÝlèLçFç>÷Tã�à8ú>ê6æ>èDÞ z ä/èDî2ö�Þ,ç>Þ:ù)èDòDâ>àMâFä<÷Dä
å>è/Ý0âFêTà)èFô

# à8ú>÷TòDâFÞ`åF÷Nà\ä/èn÷DäLçF÷Nà\âFäDÞ\ú>ýTçF÷Dóà\î6÷Då>÷Tà\äDâ¢èDã	ëFú>â2û
äLê)Ý�	 òD÷Dù^ã	ê6ÿ:ÞMç>âFó �

Im z > 0
� ÷Dù)ç>èdæ>èDÞMä¿çFÞ)êTàMäL÷DóFæ>â2û

òD÷Nà\äLý:ÝlèDçFçF÷DóZã	÷^Ý�	�ô$ ù¬Ý0òDê��¤ë>èLå>èTã	ÞMäLå>÷Dò M â R̃ ú>â���ý�÷^Ý0âFç�çFÞMù^è/û
òDâ0à\â>ã�	�ó�Û�ènòDäL÷TåF÷Dój÷TëFåFÞ\Ý0Þ\úFéFÞ)äDà�éjònàM÷D÷TäLòDÞ)äDà\äLòTâFâ±à
à\÷T÷DäLç>÷
�:Þ)çFâFÞ^ã ��! � � M2 = (1 − 1/R̃)/γ ô�%%åF÷Tã	Þ�äD÷DÜM÷0Û
Ý>úFé¤ëFåF÷Nà\äL÷Tä�	¯ëFå>Þ8Ý0ëF÷Dú0èLÜ\èDÞ)ãPÛ	æFäL÷Ü\èDùnòTÞMù8ÝlÞnâ>ã	Þ)ÞMä
÷^Ý0âFç0èLî6÷Dò	�ó�àM÷TàMädèDò>Û¥ëF÷Dñ)äL÷Tã	ê�î6÷Dñ í�í âFïFâFÞ)çFä�òDçFÞ&�,û
çFÞ)ÜM÷¬÷'�Núlè/ö�Ý0ÞMç>â2é τa ÷Dî2èLù&	�òTèLÞ)äDà�é±à\òDéFù)èDçFç�	�ã�à�î6÷Lû
ñ í�í â>ïFâFÞMç>äL÷Tã¦÷'�6ú0èLö�Ý0ÞMçFâFé�ò�àMäLåFêDÞ£àM÷D÷DäDçF÷
��ÞMçFâFÞ^ã
τ =

√

R̃ τa ô( äDã	ÞMäDâ>ãPÛ�æFäL÷�ò¢à\ú>ê6æ>èLÞ¬ëF÷TîN÷déFÿ�ÞMó>à�é�àMåFÞ8Ý�	¯øDÞMù
ò
	�àMòDÞ)æFâFòTèDçFâ2é �

Vi = 0 Û CΛ = 0 Û δi = 0 Û ω̂i = ω
� Ý>úFé

òD÷Tù)ã	ê6ÿ:Þ)çFâFó�à¥òT÷Lú>ç>÷Dò
	�ãZòTÞMîFäD÷DåF÷Nã k ‖ er çFÞMë>÷Tà\å>Þ8Ý>û
à\äDòDÞMç>çF÷�âFù±ú>âFçFÞ^èLåFâFù)÷DòNèLçFçF÷Tó¤àMâ>à\äDÞ)ã�	�ê6å>èDòDçFÞ)çFâFó�Û
ëF÷Dú0èLÜ\èLé ṽθ ≡ 0 Û m = 0 Û	ëF÷Lú0êNæ0èLÞ)ã�Ý0â>à\ë>ÞMå>àMâF÷DçFç>÷DÞ
ê6å>èLòTçFÞMç>âFÞDÛ2ñ)îFòDâFòNè/ú>Þ)çFäLçF÷TÞ λi = 0 ò � ��� � ô*)�Ü)÷<åFÞ+��Þ\û
çFâFÞ%â>ã	Þ)ÞMä<òTâ6Ý,�
ω = ± kci

√

1 +
4γ − 1

γk2r2
.

���
� �

õ!èDîFâ>ã ÷DøTå>èLù)÷TãPÛ¾ò£î6÷Då>÷DäLî6÷DòT÷Lú>ç>÷DòD÷Nã�ëFåFâFøDú>â2ö�ÞMçFâFâ�
kr � 1

� ëF÷Dú>ê6æ>èLÞ^ã�÷Tø
	�æFç�	�ó¬ù)èDî6÷Dç<Ýlâ>à\ëFÞ)å>à\â>âZèDîFêNû
à\äDâFæFÞ)àMîFâ*�jòT÷Lú>ç�� ω ' ±kci ô ( øDå>èDäLç�	�ójëFå>Þ8Ý0ÞMú>ýDç�	�ó
à8ú0êNæ0èLó kr � 1 ëFåFâ>òD÷^Ý0âFä£î�Ýlâ>à\ëFÞ)å>à\â>÷DçFçF÷Nã	ê�àM÷D÷Tä/û
çF÷�:ÞMç>âFþ-�
ω ' ±

√

4γ − 1

γ

ci

r
.

����� �

".	�å>è/ö�ÞMçFâFÞ ����� � ÷DëFâ>à+	�òTèDÞMä�ù)èLî6÷Tç°Ý0â0à\ëFÞ)å>à\âFâ
Ý>ú>â>çFçF÷DòT÷Lú>ç>÷Dò
	��¿Ü)å>èLòTâFä/èLïFâ>÷DçFçF÷LìNù)òDê6î6÷Dò
	���òD÷Dú>ç�ô
/1032�46587.9;:=<�>@?A<CB@<EDE7GFAHGI�J�I�KMLNFO?@>A<�P@>AK�Q

R K-J�>@JGFO?1D�J
S,T�U8T�VXWGYEZ�[*\N]
^G_
`badc8_ef^�_
Wb[*g�][*h,iGi
� úFé`÷DøDú>ÞMÜ)æFÞMçFâFé�ò
	Pé>àMçFÞMç>â2é�ë>åFâFæFâFç<òT÷Dù)çFâFîFçF÷TòDÞ)çFâ2é
çFÞ)êTà\äD÷DóFæFâ>ò
	��:ã	÷^Ý<òDç>èdæ>èLú>Þ¥ã�	}å>èDà)àMã@èDäLåFâFòNèLÞ)ã¢à8ú>êNû
æ>èDó¤àMåFÞ8Ý�	 øDÞ)ùnåFÞMú0èLî2à)èLïFâFâpß τ ≡ 0

� èdÝlâ>èLøNèLäLâFæ>Þ\û
à\î>âFÞ�òD÷Tù)ã	ê6ÿ:Þ)çFâ2é � ô�j%â0à8ú>Þ)çFçF÷DÞ%åFÞ&�:Þ)çFâFÞ�ëF÷Nà\ä/èLòDú>ÞMç2û
çF÷Tó}ò�Ü·ú0èDòDÞ � îFå>èLÞ)òD÷Tó}ù^èdÝlèdæFâ¤ëFåF÷TòD÷^Ý0âFú>÷TàMý¢ã	ÞMäD÷Lû
Ý0÷Nã£à\äLåFÞMú>ýDø	�ô&k%÷Dú>ê6æFÞMçFç�	�Þ@Ý0â>àMëFÞMå0à\âF÷TçFç�	�Þ�î>åFâFò
	�Þ
ëFåFâ>òDÞ8ÝlÞMç�	�ç>è<å>â>àLô � ì � ô � ëFÞ)îFäLå£çFÞ)êTà\äD÷DóFæFâ>ò
	��£ã	÷^Ý
Ý0â>àMîFåFÞ)äLÞMçZânÝ0÷TàMä/èLäL÷TæFçF÷<à8ú>÷dö�ÞMç�ô

"�÷/ìNë>ÞMåFò	���Û�ñ)äL÷ ëF÷DòTÞMå��2çF÷TàMäLç�	�Þ ã	÷^Ý�	�Û¦÷DøTêTû
à8ú0÷DòLú0ÞMçFç�	�Þ�å0èLùMòTâFäLâFÞ^ã¤çFÞMêNà\äL÷TóFæFâFòT÷Tà\äDâl%%ÞMú>ýDòTâFç>è/ìm Þ\ú0ýTã	ÜM÷Dú>ýDï0è ��n=o1p ß nrq+sut�vuw ì o1q+suxzy�{
s}|�~zvuw���|�����v}suv�|�� �
ò�÷TøLú0èTà\äLâ�ä/èLçFÜ)ÞMçFïFâ0è/ú>ýTçF÷DÜ)÷�å>èLù)å�	�òTè�à\î6÷Då>÷Tà\äDâ:ã	Þ\ö`û
Ý0ê`à\äLå>êDÞMógâ¿÷DîFå>êTö`èLþ�ÿ:ÞMó¿àMåFÞ8Ýl÷Dó�ô*�¥äLâgã	÷^Ý�	�ñMî2àMëF÷Lû
çFÞ)çFïFâ>èLú>ýDçF÷�ù)èDäLê��NèLþ�ä�ëF÷�èDã	ë2ú>â>äLê)Ý0Þ�à�ê)Ýlè/ú0ÞMçFâFÞ^ã£÷Dä
ÜMå0èLçFâFï�	�à\äDåFê6â¬ò<÷TøDÞ%à\äL÷TåF÷Dç�	�ëF÷ θ ì6î6÷D÷DåTÝ0â>ç>èLäLÞTô

"�÷/ìNòTäL÷Då�	���Û�ñ)äL÷£ã	÷^Ý�	�òT÷Lú>çF÷TòD÷^Ýlè>Û0å>÷Lú>ýZî6÷DäL÷TåF÷Lû
ÜM÷¬ò
	�ë>÷Lú>ç2éFÞ)änÜ)å>èLç>âFï>èZà\äLå>êNâ!Û��NèLå0èLîFäLÞ)åFâFù)êNþ�ÿ:âFÞ^à�é
Ý0òTê6ã�él� îFòNèLçFäD÷Dò
	�ã	â*��æ>â>à8ú0èTã	â±ß nj â m ô��0Ý0Þ^à\ý nj

ß æ>â>à8ú>÷:êNùMú>÷Dò�à\÷DøNà\äLòTÞMçFç�	�� í ê6çFîFïFâ>ó¿òD÷Tù)ã	ê6ÿ:Þ)çFçF÷Lû
ÜM÷pÝlèDòLú>Þ)çFâ2é�ã	ÞMö�Ýlê�ÜMå>èDçFâFïFÞ)ó�â ÷TàMýDþ�à\â>ã@ã	Þ)äLåFâFâ
à\äDåFê6â�Û¾÷DëFå>Þ8Ý0ÞMúFéFÞ)ã	÷TÞ�ò¬ëF÷TëFÞMåFÞ)æFçF÷Nã�î�ñMäL÷Tó¢÷Nà\â�ç>è/û
ëFå>èDòLú>Þ)çFâFâ�Û m ß æFâ0à8ú>÷�çFê^ú>Þ)ó ë>÷¤èDùMâ>ã	ê6äLê�Ý>ö�Þ)ädè� æ>â>à8ú>÷�åFê6î2èLòT÷Dò£òDâ>çFäL÷DòT÷DópàMëFâFå>èLú>âpç0è±ëF÷TëFÞMå>ÞMæFçF÷Nã
à\å>ÞMùMÞ�à\äLåFê6â � ô ( àMÞ)àMâ>ã@ã	ÞMäLå>âFæFç�	�Þ�ã	÷^Ý�	 à m = 0 ç0è/û
ù+	�òNèLþ�äDà�é,ëFâFçFæ>ÞMò
	�ã	â!Û)çFÞ)÷TàMÞ)à\â0ã@ã	ÞMäLåFâ>æFç�	�Þ�ß m û ã	â
òDâ>çFäL÷Dò	�ã	âjà\÷T÷DäLòTÞMäDàMäLòDÞ)çFçF÷¿æFâ0à8ú>êZçFê^ú>Þ)ójëF÷nèDùMâ>ã	êNû
äLêTô m èLå>ã	÷TçFâFîFâ!ÛLçFÞ�â>ã	Þ)þ�ÿ:â>Þ�çFê^ú>ÞMó`ëF÷�å>è/Ý0âFêNà\ê%Ý>ö�Þ\û
ä/è�ß°÷Tà\ç>÷DòDç�	�ÞDÛ6÷TàMädèLú>ýDç�	�Þ�ß°÷TäLå>è/ö`èLäLÞMú>ýDç�	�ÞDô
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~5� §���m>y-o1/�s3��s±q+m-o�l�}+��y¹m-}+y>���+l+|3��sO�uy>r���� r�y
}�~D��l3o�rC��y1|�m/�J�32Y���>��§�y1m>n�l+��������§���r�l���r�y1q+m-|�l���§���}�l3�
m-|��¤�WwXy1m-p@mWo�q��^��|¥����y>�
v�q��?y1m>|3}�y1r�r�l � ¼�¼�y>n�|54�y>�C�r�qxo�o��±� r�s�m-o�l�yBm�w
}+���-s�m>n$l���l�m-|3�ºv�y-�uw
q¯}�y>�?y-�
m-|�}�l+vBm>|3��q$���¥l�n���q+�zs3���Y��v¬y1yY�-s3�1l+v���s��>}���}+s3y1|�m/�
�+l+��l�t?l^��m>m-o�yWwXl�}+s�r�r�s3�µr�y>q+m>|3l���§���}�l�m-|3p°ù�y>o�p�}+��r�s Â6$y-o
p+v��>l�o�p��
s��J5v�y1m>|3y°mz|3y1v���v�y1r�r�l � |3��}�l�o�r�~±��y-��>l+r�����q$��|�v�y-�uw
q��1��s3r�����y>��m>|3��q$�¤��l�m-p+�

θ = π
m
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MON�P�Q 8�R<SUT�V@WYX�W�Z\[@X�]^W`_@a�bdc�T�b9ZIaec�f�[hgjikT�b�[hV�[!glX9m�[DcY[@X9]nW
Re (ω/kcj) oqpdr Ws[!]^f�[@X9W�]taquYv�f�[hgsX�m�[wc�[@X�]^Wxc�[hyX�]tTzT9Z<{-uYWA]n|-}�~�fAa�|-X�]^[hg���WAV�~3��Z<[@}

Im (ω/kcj) oq�qr [h]�_hadb�c�T�b�Z<a�cYf�[@�d[^c�T�}!WAT9uYv�f�[@�d[zV@[duYf�[@V@[@�d[z��WAXqu�T kr �� {-uY[h�^f�~�Z\W�mGc�WAV@~�Z<W�{A[!m-T�b�T@f�~sZ\[@}!~�X
m = 0 � �^]�c�W��A[@V@~�Z<W�� m = 1 �
� [9b�u�a�mGcYWYV@~3��|�m�T�b�T@fA~���WAXqu�Tf�|hu�a�gzX9[!_@X9]^V�a9f�fA~3�zi�|�f�m���WAg�V@fA|�]�cYW�X9]�c�|�W �
� �d[�u�{A[�uY|Gc�T�X9]^V@[Dc�T�X�]�cY|�W θj = 20◦ � M = 0.7 �

MON�P�Q!� R�SUT�V@WYX�W�Z\[@X�]^WI_@a�bdc�T�b9ZIaec�f�~3�ni3T!b@[@V@~3��X�m�[Dc�[hX9]^a9g
Re (ω/kcj) o�pGr Wt[!]^f�[@X9W�]taquYv�f�~3�^X9m�[DcY[@X9]^a9g�c�[hX9]^TT9Z<{-uYW�]^|�}!~

Im (ω/kcj) oq�qr [h]�|��qu�T�{A[�uY|Gc�T�X9]^V@[Dc�T\X�]�cY|�W�V\��c�T�}!|�X�T�� θj
}Gu��<c�T�b9uYWA��f�~3��fAa9|�X�]^[hg���WYV@~3�IZ<[@} �� _h[�b�fAT���a�f�W��z]ta��sa � ��]^[nW�fAT>cYWYX �� Y� kr = 5 � M = 0.7 �

¡�¢�£�¤�¥�¡�¦-¤�§ N�¨!©ªP�« ¡h¬� ¨9®�PG¯ ¤�¢�¡�§ ¨9°-P�« ¡ ®  N ¦�¡ ® ¦�¡ ¯ §�±
¦ PG¯�° �¤ ¨\P £ ¨�² ±`¢ ¨ ¥�£ ¨�¯ ¤�³ P ¤�´ N�NµQ¶ « §�¡ P�N�«�¨9¯�· §A¤@¬ P ³�¡�£�¡ P�«�· £�¡ P�« ¤(¤ ©¹¸�¯�N�«�°�² ±º³�¤@»t¼² ¡ ® ¡ « £�¤�»^¤ «�¨�¯�· §�¡ ®s½ ¤�£ © ¡�§ N ³ N¿¾ nj ≥ 1 À ¢�± P9« £�¡§�¤�£�¤ P9« ¤ ¨9«zPÁ°�©¹¨ § ·�Ân¨ § N�¨�© £�¤ ²AN ¤ ¯A· §�¡ ½ ¡%¦�¡ ¯ §�¡�¦�¡ ½ ¡
 N�P�¯ ¤ ¾#P�©ÃQ £ N�P�Q 8 À Q ¶ ² §�¤�³-¡�Ä « ¡�§ ¨nÅ�N ¥ N  ¨�P ³ N�® Ä Å ¼Å�¨ ³ «!Æ ¤�¦ P9¨9½ ¡ ¯�N�Ân·�P�¯�¨G²YP9« ¦ N�¨ §�¡�£ ©¹N £�¡�¦�³ N §�¤ kcj

Q
Ç ¤�³ P9« ¤�§ ¨9« ¬ P §�¡ ² ¤ ¯�¨�¨Á¾#P�©ÃQA¸µQ 8 QÉÈ À Æ�¸�¨ £ ¨ §�¡�£ ©¹N £�¡�¦�¼³�¤�§�¤>�¤ P�« ¡ «�°<Ê ¬ ®�P ¬ ¯ ¬ ¾#ËnÌÍ�ÎÐÏ ÌÍ�Ñ ÌÍ(ÒÔÓ�Õ�Ö-×�Õ9ØAÙ�Ú À Æ § ¨ ¥�¤�¦ N ¼

P ¬�Û °�Ü ¡ « ¦�¡ ¯ §�¡�¦�¡ ½ ¡Á N�P�¯ ¤ Æ�¸ £ N ¦�¡ ²AN�« ³�§ ¨ ¡ ½ £�¤�§ N ¼
 ¨ §�§�¡ ©¹°n°�©¹¨ § ·�ÂI¨ § N�ÜÞÝ ¤�£�¤�³ «�¨ £�§�¡ ½ ¡ß¦�£ ¨�©¹¨ § N £�¡ P9« ¤
§ ¨�°�P�« ¡ ®  N ¦�± Ý�àwáßâäã�© ¡ ²�P�°�©¹¨ § ·�ÂI¨ § N�¨�© £A¤ ²AN ¤ ¯�· ¼
§�¡ ®�²�¯AN §�±å¦�¡ ¯ §�± QÊ ¤@»�§�± © £ ¨ ¥ °!¯�·@« ¤ « ¡ © ¬�¦ ¯ ¬ ¨9«�P ¬ « ¡ Æ  « ¡ Ý ¤�£�¤�³�¼«�¨ £�§�± ¨ ¦�£ ¨!©¹¨ §�¤>£�¤�¥9¦ N�«�N ¬I¡�¢ P�° » ² ¤ ¨�© ¡ ® § ¨9°-P�« ¡ ®  N ¼
¦�¡ P�«�N ¡� ¨ § ·�P�¯ ¤�¢�¡^¥!¤�¦ N�P ¬ « ¡ «t°�½d¯ ¤t£�¤ P9« ¦�¡�£�¤ P�« £ °-N¾#P�©ÃQ £ N�P�QA� À QÇ £�¤ ® § ¨ P�¯ ¤�¢-¤@¬ ¥!¤�¦ N�P�N�© ¡ P�«�· N §�³�£ ¨�©¹¨ § « ¡�¦
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